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Nota di Patrizia Longobardi e di Mercede Maj
Presentata dal Socio Mario Curzio

Adunanza del 10/11/1984

Riassunto — Nella presente nota si dimostra il teorema seguente:

Teorema - Sia G un p-gruppo metaciclico, non abeliano e Q,. Esiste allora
un sottogruppo C<QG tale che: (i) G/C & ciclico; (ii) non esiste X<C, con
X ciclico, X<4dG e G/X ciclico; (iii) per ogni sottogruppo massimale M di G

esiste un quoziente M/XM ciclico, con XM ciclico e XMgtlﬁM.

Abstract - In this paper we prove the following theorem:

Theorem - Let G be a metacyclic p-group, with G not abelian and G % Q. Then
there exists a subgroup C<dG such that: (i) G/C is cyclic; (ii) C does not
contain a cyclic subgroup X, with X<G and G/X cyclic; (iii) for every
maximal subgroup M of G there exists a cyclic factor group M/XM, where X
.is cyclic and XMQCﬁM.

| gruppi Finiti minimali non metaciclici sono stati classificati da N.

2.10) sono costruibili a partire dalla classe y riempita dai gruppi G veri-
ficanti le condizioni seguenti:

(i) G & un p-gruppo metaciclico e Eossiede un sottogruppe C, con G/C ciclico,
tale che non esiste X<C, con X ciclico, X<6G e G/X CEC|iEo;

(ii) per ogni sottogruppo massimale M di G esiste un quoziente ciclica X/X

M
con XM ciclico e XMsC(“lM.
Risulta del tutto ovvio che a # non appartengono né il gruppo dei quaternio-
ni 98 né i p-gruppi metaciclici abeliani; nella presente nota si descrive
X, ottenendo il

Teorema - La classe ¥ & costituita dai p-gruppi metaciclici non abelia-

Indirizzo degli autori: Dipartimento di Matematica ed Applicazioni "R.
Caccioppoli” - via Mezzocannone, 8 - 80134 NAPOLI
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Nol. Adlla dimostrazione del teorema si premettono le osservazjoni se-
guenti:
\
1.1. (cfr. EJ]) Sia p un primo=>2. Per ogni iz1 e per ogni k=0 si ha
k . K\ .
o .
s (p )pl =0 (mod pk 2), mentre (? )2‘ =0 (mod 2k+1).
| ! —_————
1.2, Siano p un primo ed @, s, h dei numeri naturali. Se p>2 o se s #
- + +h+
# 1, si ha (1+ qps)p =1 + gps h + cq ps h l, dove ¢ & un intero. f
Dim. Segue facilmente da l.l.zfS : d

s
¥
1.3. Siano a, b elementi di un p-gruppo G. Se ab = al op

(1+d|:_!s$)i—l X ) a
(ba)' =b'a op , per ogni iz1.

Dim. Per induzione su i;ﬁX

b I1+yps !
a

1.4. Sia G <a,b > un p-gruppo metaciclico tale che a = , con
- ‘ ]
0=0e 0F0 (mod p). Si ha: ‘
_ _ ' s+l \
La,pr P > se p>2 o0 ses # 1, mentre \'
2-
[a,b“J = <a46(1+d)>_§g pr= 2 wd =1,

Dim. Sia in primo luogo p # 2 oppure s # 1. :

|

e Tl y s, p _ s+1+ S !

Per la 1,3. risulta Ea,pr = a 1b PapP = a la(l+0p ) = a 1al+6p edp = ﬂ

1 (vcdp) Fop b |

= (ap ) 2 . ed essendo per ipotesi ¢ % 0 (mod p), si ottiene<Ld,hp_J>= {
1

\

= ga > , come volevasi.

9
-1 - = 9 < 1
Se poi p =2 eds =1, riesce [a,sz = a lb 2ab2 = a la(l+_oJ = a4d{]+§].:

Si dimostrera il teorema precedentemente enunciato.

Teorema - La classe # & costituita dai p-gruppi metaciclici non abe-

liani e non isomorfi a QS.

Dim. Sia G un p-gruppo metaciclico non abeliano ¢ non isomorfo a Q.

8

s
aIﬂSP

E’' G = <a,b>, con ab‘= » con =0, J#Z0 (mod p).

Ogni sottogruppo-massimale M di G e di uno dei Cipi:
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M = <a,bp> , oppure M = <ap,bau> o icon O g aieips
Si distingueranno i casi seguenti:
(j) E' <b>dG e <bP> 6.

s -
Posto C = <a” ,b>, si ha C<G e G/C ciclico.

Sia M massimale in G. Se M = <a,b’>, si ha <bP> qM, M/ <bPs ciclico,
P . = P a . _ 2]

<b" > C. Se invece M = <a ,ba> (Os_u<p),5| ha, se s =1, ca s M,

<ap> £ Ce M< ap> ciclico; se poi- st le a=0, da b“p(tm“’)p =

(1+6p

%P1
- 5
= b PP (a%) 4p = g r tepshe (ap)a*‘uphr con @ *0 (mod p) (efr. 1.3.)

segue ale <bp,baa> cioeg M = (bp,baa). e ancora < bp>dM, <bp>g €
M/ < bp;. ciclico. Se infine s #1 e @ =0, & Facile riconoscere che ¢ < bh>4d

qM, e M/<b> ciclico.
InfFine non esiste X<€C, X ciclico, X{G, con G/X ciclico, altrimenti si avreb-

S s s s

be X =<ap ,bh>, e <bh> g<ap > oppure <ap > g<bh>. Ma a” ¢ <b>

S

(<h><ﬂ G), pertanto riuscirebbe X = <a’ > e G/X non ciclico.

~

Pertanto C & nelle condizioni richieste.

(AN EES b€ G 1

Si ha G ¢<a>, G'g <b>; pertanto G’ Z(G). E’ lecito inoltre suppurre
ola)z olb).

s h c

3i ho G = ca® >, posto <a> N<b> =< b =<ﬂp>, da G’ g <b>e

s
; P - ; ; .
dall’essere G non abeliano, segue c<s e a # 1; & poi lecito assumere

c h h_ _h s+h

af = pP . Riesce allora 1 =[a,bp J =_[a,b_ip = nﬂp ( 6%0 (mod p)),
s ‘ s+h 7 - . )

sicché ola)g p e da olb) sola) segue czh; sia ad esempio ¢ = h+t.

Non pud essere h>s, altrimenti da czh=>s seguirebbe c>s, pertanto ¢ h=s.

£, s-h+1 -1 h t, s=h+1 -1 h
Posto y = at P b , si ha allora yp = (ap B bt =
h( h—ll
c s+l —Ph o s-h+l _ P—I:—
= ap ap b [:ap P ,bJ = , e quindi, se h>2 o se h>1 e p ¢ 2,
h s+1 r s+
o se h>1 e t>0, riesce y? = (a7 ), r# 0 (mod p), e af e <y>,
mentre si verifica Facilmente che a® ¢<y>. Si ha allora G = <a,y >, con

<)->¢G v <yp><]i'_: e si & nel caso (1,

& (]
Se poi p 2, =2, t =0, si ha at = b e vab Y - at(bm l—_a,b:l 3
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6
2
= I:a,b:l e, posto y = ab , ancora G = <a,y> con <y>ﬂG e <y >6, ¢

si & nel caso (j).
Infine se h = 1, si ha [ =<a>, e G ha un sol sottogruppo di ordine p, op-

P=1.

pureG=[<a>]<y) con y = R

Se G =E<a>] <y> cony =1, si & nel
caso (j). Se invece-G ha un solo sottogruppo di ordine p, G & quaternionale

e da «<b> <0 segue G = QB, contro le ipotesi.

(jjj) Sia ora infine <bp>7{]G.

h
Posto <a> n <b> = <P >, & Lﬂ,bp_i ¢<b>, sicché (cfr. Osservazione 21,
h s+2 h
2 +d
si ha P = (af )P, sep#2o0s#1,5b =(a8(1 ]]J"' sep=2es =1,
s+1-h
Se hss+l, posto y = ba’ , si ha, sep #2 ose s #1,
s ph
& )¢ - )
h h s+1-h (1+¢ I ! h 5+1+C s+2 s+1 _ -
yp = bp (ap ) =4)p at p , sicché <ap > =< |_a,hp_|>:
<Ea,yp]>.g <yp>e'<yp><JG =<a,y > e si & in uno dei casi precedenti; se
invece p = 2, s =1, si pud assumere h = 2 (1) e y = ba. Si ha allora:

(1+28)4-1

2
2 1+ +26+4267 2 2
yli = (ba)4 = b4a 4 = b434( )f1+ae ) e ancora I:a,b ] = {:a,y ]G
2 2
€E<XY >+ ¢y >4 6 = <a,y> e si & in uno dei casi precedenti.
h-s-1 h=s=-1
InfFine, se h>stl, posto y = b a, si ha, se p # 2 o0 s # 1, [-:\,hp :l =
h=s=1 2 :
. 8.p h-1 h h-1 5+1
= 4 =i ;
= 3 Ia“ ép) = a aadp ach = ofP ., con YFEO (mod p), e yp =
s+1
h=1.p
+ =
ph—:i—l s+1 h i1ty h-.L) g h s+1 s+2 s+l 8
= (b .]]p = bp a re = bp ayp apr = (ap ) con
s+l
ﬁ%o (mod p), cioe a” E <¥Y>, e[},hpje<y>; se invece p = 2 ¢ s = 1,
h-2 Sl h=2 h h=2 h=2

5 ¢l 2 2 2 2 2
si ha y = b aey = (b al4 = b a4 [a,b ] t. Ma [a,b ] €

2 8 4 : 2 2
€ <[a.b :|> g <a >, pertanto a € <y > e quindi ancora Ey,b :I = [n,l) ]E
E<Y> .

Posto allora C = < y,ap;. si ha CgG e G/C = <C,b>/C ciclico. Per ogni M

5 1 = z P 3 .
massimale in G, se M = <a,bp> st ha yeM e M = < y,b >sicché <y> M,

1) ' 2 2
¢ Se fosse h =1, si avrebbe h” e<az>e <b > 4 6.
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M/<ys> ciclico e <y >gC, se invece M = <ap,baa>é &ap;.. nelle condizio-
ni richieste.

Infine non esiste XgC, X ciclico, X6 con G/X ciclico. Infatti se esistes-

se un tale X, si avrebbe < bX > g <aXk» oppure <aX> <<bX>. Non pud esse-
re <bX> ¢ <aX> , altrimenti beg <a,C> < <a,bp> , pertanto riuscircbbe

<aX> < bX>, cioéd ab "e X, per un opportunc intero r. Da ab e C, G'< €y

h-s-1 = i h‘5'1+
b" aeC, seguirebbe allora a b"eC e quindi 5" "ec.
h-s 7
2 s e
Ma Cn<b>=<bP > ( ), si avrebbe quindi r = tp*‘I s 1, con t # 0 (mod p);
s s s
o p : -r P p -r
e da X ciclico e a~ e X seguirebbe ab =< a”~ > oppure a& & <ab > . Ma da
— G - h
ab =< ap > seque b =<a>, contro |’'essere <b >MNl< a> = -_(bp > ; da
s s
-r . .= ;
ap e <ab >, segue invece (ab )l =i g , Per un opportuno intero 1 , da
1 h-—s-ll h
cui b "e <a>, cioébp eE<a>nN<bx> =<bp>, e quindi 4 = 0 (mod
Si] . s+l . §
p ), contro |’essere [b .a:]C <[a,bp:|> gxa® =, & fab "1* =
L TR LR
=S e el = as
2)
( h-s-1 h-s
Da (6P )Pec e da aPec segue P . =c.
h-s-1
Non pud poi essere |:>p = C, altrimenti si avrebbe aeC, cioé a =
. h-s-1 @ h-s=1
= (a™) (6P a) , per un vpportunc intero m, da cui (6P )mE(a:.Ciuf:
s+1 P
p = 0 (mod m) e ae<ch,a >, un assurdo.




Acta Scientiarum Math. Szeged (1984), in corso di stampa.

[3] B. Huppert - Endliche Gruppen |, Springer, Berlin 1967.

La presente nota & stata giudicata degna di pubblicazione da una commissione

composta dai soci M. Curzio, A. Franchetta e D. Greco.




GRUPPI INFINITI SUPERSOLUBILI
CON IL RETICOLO DEI SOTTOGRUPPI NORMALI DISTRIBUTIVO
(RS2
Nota di Mercede Maj
Presentata dal Socio Mario Curzio

Adunanza del 10/11/1984

Riassunto - Nella presente nota si studiano i gruppi supersolubili infiniti
con il reticolo dei sottogruppi normali distributivo. Si ottengono i seguen-
ti teoremi:

Teorema 1 — Sia G un gruppo supersolubile infinito. n(G) & distributivo se,
e solo se, n(G/N) & distributivo, per ogni sottogruppo normale N di indice
finito in G.

Teorema 2 - Sia G un gruppo supersolubile infinito. n(G) & distributivo se,

e solo se, G soddisfa le condizioni seguenti:

(i) G = [G'j.:x) , con G’ finito e di ordine dispari;
(ii) Z(G/N) & ciclico, per ogni N4G;

(iii) n(G/Z(G)) & distributivo.

Abstract - Infinite supersoluble groups having a distributive lattice of

normal subgroups are studied. We get the following theorems:
Theorem 1 — Let G be an infinite supersoluble group. Then n(G) is distribu-
tive if and only if n(G/N) is distributive, for any normal subgroup N of

finite index.
Theorem 2 - Let G be an infinite supersoluble group. Then n(G) is distribu-

tive if and only if G satisfies the following conditions:
(i) G = [G'] <x> , where G is finite of odd order;

(ii) Z(G/N) is cyclic, for any NAG;

(iii) n(G/Z(G) is distributive.

| sottogruppi normali di un gruppo G costituiscono un sottoreticolo mo-
dulare n(G) del reticole £(G) dei sottogruppi di G.

In [2] sono stati studiati i gruppi finiti G a derivato nilpotente con

Indirizzo dell’autore: Dipértimento di Matematica ed Applicazioni “R.

Caccioppoli” - via Mezzocannone, 8 - 80134 NAPOLI

(un

)Lavnro eseguito nell’ambito del G.N.5.A.G.A. (C.N.R.).
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n(G) distributivo, ¢ sono stati ottenuti i scquenti risultati:
Teorema A] - Un gruppo finito G a derivato nilpotente ha il reticolo
n(G) distributivo se, e solo se, ogni suo quoziente G/H ha un carat-
tere irriducibile e fedele.
Teorema A2 - Sia G un gruppo finito con derivato nilpotente.
Sono allora equivalenti:
(1) n(G) & distributivo;
(2) esiste un elemento x€ G tale che G = <G’, x> e n(Pcx>) & di-
stributivo, per ogni Pe Syl (G');
(3) esiste un elemento x €G tale che G = <F(G), x > e n(Pecx>) & di-
stributivo, per ogni Pg SZL(F(G)}‘
Teorema B - Un gruppo supersolubile finito G = [Gp] <x> ha n(G) di-
. . L G
stributivo se, e solo se, si ha ag<cb> P o be<a>GP, se a e b so-
no elementi di Gp tali che a* = a" e B = b" (r intero).
Vengono ora studiati 1« gruppi infiniti supersolubili aventi il retico-
lo dei sottogruppi normali distributivo, ¢ si perviene ai seguenti teoremi:
Teorema 1 - Sia G un gruppo supersolubile infinito.
n(G) & distributivo se, e solo se, n(G/N) & distributivo, per ogni sot-
togruppo normale N di_indice finito in G.
lgg;ggg 2 - Sia G un gruppo supersolubile infinito.
n(G) & distributivo se, e solo se, G soddisfa le condizioni sequenti:
(i) G = [G']-<x> , con G’ finito ¢ di ordine dispari;
(ii) Z(G/N) & ciclico, per ogni N4G;
(i11) n(G/2(G)) & distributivo.
Notazioni e nomenclatura sono per lo pit quelle usuali in teoria dei
gruppi (cfr. ad es. [lj e [3]);'in particolare: G" & il derivato di G, Z(G)
il centro di G, F(G) il sottogruppo di Fitting, G un p-sottogruppo di

: G : ;
Sylow (p primo), H la chiusura normale di H<G, G = [H] K un prodotto se-

midiretto di H4G06 e K<G, Zn{G) |’'n-simo termine della serie centrale ascen-

dente di G (n emo : 10(61 =706,

Proposizione 1 - Sia G un qruppo supersoclubile infinito, e sia n(G/N)
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distributivo, per ogni N normale in G e di indice finito.
Allora & G =[G’ ] <x>, con 6" Finito (nilpotente) di ordine dispari
e x aperiodico.

Dim. G ha una serie caratteristica 1< L%ﬁigG, con L finito di ordine
dispari, M/L finitamente generabile nilpotente ed aperiodico, G/M 2-gruppo
finito (cfr. ad es. [3], Part 1, p. 67). Detta n la classe di nilpotenza

di M/L, e M/L abeliano aperiodico finitamente generabile; pertanto
z _ ML)

risulta M/L ciclico, altrimenti esisterebbe S/L caratteristico in M/L

un 2-gruppo finito non ciclico con n(G/S) distributivo, un assurdo.

E‘ quindi M/L ciclico infinito. Esiste allora una successione (X /L)
n

n€EN
di sottogruppi di M/L, caratteristici in M/L, tali che |M/L | = 2n, per
X /L
- oL "
ogtiicing & g L

Per ogni n €N, G/Xn & un 2-gruppo finito con n(G/Xn) distributivo, quindi
G/Xn & ciclico e G/L & abeliano. Ma allora G/L & un gruppo abeliano infini-
to, finitamente generabile, a quozienti finiti ciclici, pertanto G/L & ci-
clico e G'g L. E' poi G/G' abeliano infinito, finitamente generabile, a
quozienti finiti ciclici, da cui G/G' & ciclico e G' = L.

Pertanto & G = [G'J <x>, con G0’ nilpotente finito di ordine dispari
e x aperiodicu.f

Teorema 1 - Sia G un gruppeo supersolubile infinito.

n(G) & distributivo se, e solo sec, n(G/N) & distributivo, per ogni N

normale in G e di_indice finito.

Dim. La condizione necessaria ¢ ovvia.

Viceversa, si supponga G tale che n(G/N) & distributivoe, p r ogni N

con G finito e x aperiodico. Esiste quindi un numero naturale k tale che

& <xk> £ ZleY, &, da Gf <xk> finito, segue n{G/c:xk> ) distributivo.
Siano ora N, M, T normali in G, con NvM = MyT = NvT e NAM = NAT =

- MAT. Se NAM A<x> # 1, G/NAM & finito, quindi n(G/NAM) & distributi-

voe N - M =T.

Se invece ¢ NAM A<x> =1, riesce, per esempio, N A <xr> = 1, sicché ¢

N_N <xﬁ> G e N& finito; da N T M segue poi che anche M
i NAMTNAM NAM

k k
<x > <x > K K K 1,
e T sono finiti. Risulta allora N ex > yM<x > = N<x >vyvT<cx 5 =
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: k k
M(xk:\. VT(xk>QN<x >A,M<xk> = < X >(NAMJ“)=N<xk>AT<xk> =
k . k ; : i
= ngk> AT<x >, sicché, da n(6/<x > ) distributivo, segue N<xk> =
=M<xk> =T<xk> e N=M=T, per la Tinitezza di N, M, T.

Pertanto n(G) & dist!‘ibutivoA

n(G) & distributivo se, e solo se, G verifica le condizioni seguenti :

(i) G = I:G‘:I-(x;-., con G’ finito di ordine dispari;
(ii) Z(G/N) & ciclico, per ogni N<GG;
(iii) n(G/Z(G)) e distributivo.

Dim. La condizione necessaria segue subito dalla Proposizior

,,,,, ge |
Viceversa, G verifichi le tre condizioni dell’enunciato, e, per assur-
do, esistano N, M, T normali in G, a due a due distinti, con NyM = NyT =

MyT, MAN = NAT = MAT e con G/NAM finito (cfr. Tcorema 1)

E’ lecito supporre allora N = M _ i - p, sicché ogni elemen-
NAM N A M NAM
to di G induce la stessa potenza su ogni elemento di ( N " M ) - |1{
NAM NAM

Pertanto ¢ N , M , T Z( G

= ), oppure NVMAZ(G](N#\M) ol
NAM NAM NAMS ‘NAM

NA M NAM i
. Nel primo caso, da Z(G/NAM) ciclico, segue |’assurdo N = M

=25
Nel secondo caso, si ha _N2(6) _ _Mz(e) _ 1'% wz(e
(NAMIZ(G) " (NAM)Z(G) (N AMIZ(G)
T2(G) Mz (G) TZ{G) , e NZ(G) |, MZ(G) -
(NAMIZ(G) ~~ (NAMZ(G) " A(NAMIZ(G) (NAMIZ(G) “ (NAM)Z(G)
NZ(G) T2(6) . _ MZ(G) T2(G) , con NZ(G), MZ(G), TZ(G)
TINAMIZIG) T (NAMIZ(G)  (NAMIZ(G) ~ (MANIZ(G)
(1) =L N<xk>f\ M(xk'_;. = -(xk) (NAM). Infatti, da N finito e da M<xk> =

k k k
Mx<xk>, con M finito, segue che NA(M<x s JSNAM, e N<x >AM<x>=
k
= <xk> (NAM(xk> ) = <x > (NAM).

(2) piesce NAMZ(G) < (NAM)Z(G).

‘ , -1

Infatti, se g = n = mt, con neN, meM, teZ(G), si ham nE(NVM]AZ(G)\.{_
<NAM, sicche meMAN, ¢ g e(NAMIZ(G).

Pertanto NZ(G) AMZ(G) = Z(GY(MANZ(G)) = (NAMIZ(G),
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a due a due distinti(s), contro |’essere n{(G/Z(G)) e quindi nf————g—————]
(NAM)Z(G)

distr‘ibutivoA

(3) Se fosse, ad esempio, NZ(G) = MZ(G), si avrebbe NZ(G) = NZ(G)A MZ(G) =
= (NAMIZ(G), e NENANZ(G) = NA(NAMIZ(G) = NAM, contro | 'essere
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